
 

1 Systèmes de générateurs

Une famille finieF en 12 en devecteurs d'unespace vectoriel E est dite

génératrice si E et en en c'est à dire si toutvecteurde E est

lombinaison linéaire des vecteurs de F

Exemple

Montrer que les vecteurs et er f es

et en Y engendrent
1123 et exprimer le vecteur

a comme combinaison linéaire de ces vecteurs

soit a un vecteur de 1123

Il faut montrerque peut s'exprimer comme combinaisonlinéaire

des vecteurs en ien e et en c à d qu'il existe des réels
α idei Lz et du tels que

x 2 et Liez 23e 2424

Base & dimension d'un espace vectoriel



Italie al litial
21 22 23 224 IL

Le 23 La y où les inconnues sontde 22,23
α 22 La 3 et 24

Résolvons ce système

21 22 23 224 IL α 22 23 224 2

Le 23 La y 22 23 La y
α 22 La 3 222 23 La 1 3

s 24
23 224 a

22 23 24 y

a a an

S

321 32 324 21 2g z 34 324 2 4 23
4 4ᵗʰ

32 7 8322 1L y 8

323 324 ne 2g z 323 324 11 295

54

y
a tu 3 1,4 33

54 22 y

Ils 23 24 1,2 y 1,2

Lesystème possède une variable libre 24 Enposant du α on obtient

α y 33 α

22 1,1 59 8

as 3 34 133 2

du α



Famille libre

une famille finie F e ien e en de recteur d'unespace
vectoriel E est dite libre si la seule combinaison linéairedes éléments de F qui
donne le vecteur nul est la combinaison triviale

α ils de le Ln en 0 α de Ln 0

Une famille quin'estpas libre est dite liée

Les vecteurs d'une famille libre sont dits linéairement indépendants

Les vêtus d'une famille liée sont dits linéairement dépendants

lombinaison linéaire

U E E est une combinaison linéaire de U lui un E E s'il
existe α de Ln E IR telsque

U L U Le U2 Ln Un

On note un un un l'ensemble des ambiraisan linéaires

de U ihr Un f E

Théorème sous espace veitoriel des combinaisons linéaires

il LUI U2 un et un sous espace vectoriel de

Eiilhi un uns est le plus petit sous espace vectoriel de E

qui contientun up Un Tout sous espace vectoriel de E

contenant u lui Un soutient a Un Un

Lui Un Un est appelé sous espace engendré par u up un



I Attention à ne pas confondre les notations

Ensemble Un 1421 un

M uple ordonné Un un Un

sous espace vectoriel des imbinaisons linéaires

Up Un Un

Théorème propriété des familles liées

u lui un liée Et 1 Ken avec

Un f U Up Va t UK Un

Vi Ur i un liée 1 1 1 K n cue

Up V2 Un V1 V2 Uk I Vra l Un

Remarquer

Dans une famille libre aucun vecteur n'estnul

Une famille réduite à unseul veiteur non nulestlibre

Toute sous famille d'une famille libre est libre

Toute famille qui possède une sous famille liée est liée
Soient u u E E vetteurs non nuls

Viv liée 72 E IR tg a du



2 Base

Une famille B le et en est une base de Esi

B est une famille libre

B est un système de générateurs E Lui 42 un

Une base d'un espace vectoriel est une famille génératrice et libre

Si la famille u Ue un est une base alors l'équation

2141 2242 234 LnUn U ti u

possède exactement une solution
composantJeudans

β
L'existence d'au moins une solution vient de ceque la famille est
génératrice

L'existence d'au plus une solution vient de ce que la famille est

libre

Théorème 1 Espace vectoriel de dimension finie

si un espace vectoriel E 03 possède une famillefinie de

générateurs G un 142 Un alors

il Il existe une base de E dont les éléments appartiennent à G

ii Toutes les bases de E ont le même nombre d'éléments



Bases canoniques

On considère leséléments et 1 O O iq en 0ilioii.io

et en oiojo Il de fagonévidente c'estune famille à la fois

libre et génératrice On les appelle la base canonique de IR

Exemple

la famille et 11 0 o en 01110 et e 0 0 et
forme unebase de 1123 1 base canonique de 1123

la famille 1 si fume une base de P2 Il l'apit mère

de la base canonique

Théorème de la bise incomplète

Toute famille libre Un un Un de E peutêtre étendue en une

famille génératrice de E

Théorème de la base extraite

Soit Ui ui un estune famille génératrice de E

Cette famille ui ui un contient alors un sous ensemble famine un

hall



3 Dimension d'un espace vectoriel

Un espace vectoriel E est dit de dimension m s'il admet une base

fumée de n éléments On écrit

ou le nombrede vecteurs formentune
dim E n

basede E s'appelle la dimensionde E et
notée dim IEI

Théorème 2 Espace vectoriel de dimension finie

Soit E un espace vectoriel de dimension finie m

il fi G we we un est un système de générateurs de

E alors m n

fi m n G est une base de E

ii fi F lui un up est une famille libre de V alors

p m et il existe une base de V qui contient les
éléments de F

si p m F est une base de E

Théorème 3 Formule de Grassmann

Soit E un espace vectoriel de dimensionfinie F et G deux sous

espaces
vectoriels de E On a

dim F G dim F1 dim G dim F RG



Théorème 4

Toute famille libre d'un espace vectoriel de dimension finiepeut
être complétée de manière à fumer une base

4 opération sur les sous espaces vectoriels

Théorème

L'intersection AMB de deux sous especesvectoriels A et B et un

sous espace vectoriel

Attention l'union de deux sous especes vectoriels n'estpas engénéral un

sous espace vectoriel

Dimension de quelques espaces vectoriels

il Le base canonique e 1 0 o en 0 I o

en 0 0 et de l'espace vectoriel 112 importe m rictus

Cet espace est donc de dimension m

iil l'espace des matrices carrées Mn admet une base fumée de m vecteurs

Il est donc de dimension m

iii l'espace Pe des polynomer de degré au plus égal à 2 estde
dimension 3 car il admet I a 1f comme base


