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1 Définition d'une matrice

Une matrice et un tableau rectangulairede nombres Ces nombressont

arrangés horizontalement en lignes et verticalement en colonnes

Si la matrice possède m lignes et n colonnes on dit qu'elle est detype

mxn

De manière générale une matrice de type man s'écrit

9ft 912 91 n

921 922 92 n
A ou bien A aij avec

1 c i s m 1 s je n

am am amn

Les nombres réels aij sont les termes ou coefficients de la matrice

L'ensemble des matrices detype man se note Mm n IR

2 Matrices particulières

Une matrice de type 1 xn est appelée matrice ligne

Une matrice ligne s'écrit are a z ans aan

Une matrice de type mixt et appelée matrice colonne

Une matrice colonne s'écrit
l

art

Matrices



Une matrice de type nan et appelée matrice carrée d'onden

Une matrice carrée s'écrit

s arn

921 922 423 az n

as 432 433 43 n

y y a a

L'ensemble des matrices carrées d'ordre n se note Mn IR

Une matrice carrée A d'ordre n estappelée matrice triangulaire supérieure si aij 0

pour tout 1 c i j en avec i j

are are ans aan

Unematricetriangulaire
0 azz

asnl

supérieure s'écrit

Une matrice carrée A d'ordre n estappelée matrice triangulaire inférieure si aij 0

pour tout 1 c i j en avec i ej

are O O O

a

Unematricetriangulaire
933

supérieure s'écrit I i iiÉmaneans ans

Une matrice quiest à la fois triangulairesupérieure et inférieureestdite matrice

diagonale

arr o o

Une matrice diagonale 0 am 0 0

yay f q o a

o à iii n



La diagonale de A et l'ensemble des éléments aii

Une matrice diagonale et appelée matrice scalaire si tous les termes de sa diagonalesont

égaux
o o O

O X 0 0
unematricescalaire jetait

0 0 X 0

La matrice scalaire d'ordre n qui n'a quedes 1 sur la diagonale estappelé

matrice identité et se note In

1 0 0 0
En d'autrestermes In 0 1 0 0

f o o a o

o Ô toi i

3 opérations sur les matrices

a Addition matricielle

si A ai et B bij sont deux matrices de type mxn leur

somme C A B est la matrice de type mxn définie par Cij aij bij

avec 1 s i s m 2 s j e n

Ex

Calculer il
e s0 y a

2 3 o

y
1 2 t 0 3 4 1 2

4 0 2 1 1 T o 3

2 J e 2 2 2 3 1



propriétés de l'addition matricielle

i commutativité A B B A

ii associativité A B C A Btc

iii existence d'un élément neutre A t 0 A

O est la matrice dont tous les termes sont nuls

in existence d'un élément inverse A A 0

A s'obtient en opposant les termes de A

b Multiplication d'une matrice par un scalaire

fi A ai est une matrice de type man et A un nombreréel leurproduit

C XA est le matin de type min définie par Cij Xaij avec

1 E i s m 1 f je n

Propriétés de la multiplication d'une matrice par un scalaire

il Atb A dB

ii deu A At MA
iii Am A MA

iv LA A

r 0A O

vil 10 0

c Multiplication matricielle

si A ai et une matrice de type man et B bij et une matrice de

type nxp leur produit C AB et la matrice de type m xp définie par

Cij aie bu avec 1 c i s m he j sp



ni tete

Le produit AB n'est défini que si le nombre de colonnes de la matrice

A est égal au nombre de lignes de la matrice B

Deplus de manière générale

AB BA

Propriétés de la multiplication matricielle

il associativité AB C A BC

ii existence d'unélément neutre

AI IA A I matrice identité

iii distributivité à droite

A BAC AB AC

i r distributivité à gauche

ATB C AC BC

r A B XA B X AB

a Transposée d'une matrice

Si A ai est une matrice de type men sa transposée et la matrice

C A de type nxm définie par Cij agi avec 1 si In 1f je m

En d'autres termes la matricetransposée A s'obtient en échangeant leslignes et

les colonnes de la matrice A



Propriétés de la transposée

il t A B ta tp

ii t Xa X A

iii t AB D'A

5 Inverse d'une matrice

Une matrice A carrée d'ordre n est dite inversible s'il existe une matrice X

carrée d'onche n telle que AX XA In

La matrice X et appelée matrice inverse de A et note A

Ique La métrice inverse de A sielle existe et demême dimensionqueA

Exemple
31T 115

La matrice B
y

est la matrice inverse deA f
la

fup yp
e et dans BA Iz aussi

Inverse d'une matrice carrée d'ordre 2

soit A une matrice carrée douche 2

le matrice inverse de A existe si et seulement si ad be 0

Le marbre ad s s'appelle le déterminentde A

La matrice inverse s'obtientalors par le tamale suivante

A l

a si



Exemple

y z
i det Itl 2 131 t il 1 5 0

précédent

J t

aimer I
µ i E É

del'exemple
précédent

Détermination de l'inverse d'une matrice par la méthode du pivot Gauss Jordan

La méthode du pivotsert également à trouver l'inverse de toute matrice

carrée A d'orden Dans ce cas on augmente la matrice Ade la

matrice identité d'ordre n et on effectue des opérations élémentaires de

lignes pour passer de A In à In c Si cette transformation

est possible on obtient une matrice C qui est l'inverse de la matrice

A



Exemple

Inverse d'une matrice par la
méthode du pivot Gauss Jordan

A à

A et inersible si et seulement si son déterminent n'estpas nul

En effet det IAI 4 7 A

1 1 2 1 0 0 1 1 2

1 0 1 o s u n e n e o

1 O o y
ls ls il

1 1 2 1 0 0

4 4 4
a t 1 1

o u s a

t l
no o

0 1 t 1 1 0

0 0 1 tu tu

ma

p p.info4 t 3
o o e ah _plu 114 a o 1 314 114 1h

Lematrice inverse est donc

c
A



61 Méthode de résolution d'un système linéaire parmatrice inverse

si une matrice A est inversible alors tout système d'équations

AX B possède l'unique solution

X A B

Exemple

On considère le système d'équations suivant

In 3y 1

x y 2

Le système peuts'écrire matriciellementsous la forme

1 11 11
Y 5

Dans ce cas le matin A et inversible car
det IA 21 11 3 1 1 3 5 0

115 31T
t f n n

onpeut donc en déduire la solution du système

AX B À à gauche

A A X A B

ET X A B a X A t B



Ii litt tt
ne 7 et y

Remarques importantes

Cette méthode ne s'applique que dans le cas d'un système régulier i à d

un système dont le nombre d'équations estégal au nombre d'inconnues

et dont la matrice des coefficients est inversible

cette méthode est pratique uniquement si la matrice inertede A

et connue ou facile à trouver

7 Résolution d'unsystème linéaire par la méthode dupivot

al Définition

Un système linéairede m équations et à n inconnues à coefficientsréels

et un système d'équations du type

a 74 Anzy t apn n be

Il aaah ann aiman bz

Ème
xp am ht 9mnl'm bon

où les a et les bi sont des nombres réels et les 11 les inconnues

b Démarche

Résoudre le système II consistera à résoudre l'équationmatricielle AX B



où
ape 911 ap n

A fais mon are an arm

Ème
ami Ann

X ni

f
et B bilan
t il

in
À ce système d'épuctions nous associons la matrice suivante appelée matrice augmentée

du système

ans arr ann be

I are are arr be

âme aime aim
n bn

Ensuite oneffectue certaines opérations sur les lignes de la matrice augmenté

Les opérations nous conduiront à une détermination plus facilede l'ensemble des
solutions du système d'équation

et Échelonnement d'une matrice

Définitions

il le pivot d'une ligne d'une matriceest le premierélément monmal

decette ligne

ii Une matrice A et dite échelonnée si les 1 conditions suivantes



sont vérifiées

Le pivot d'une ligneest toujours situé à droite dupivotde

la ligne précédente

Toutes les lignes nulles de la matrice 11 à d instituée
entièrement de zéro sont situées sous les lignesqui
iomptent des éléments non nuls dans un pivot

Exemples

0 1 3 1 est un pivot

f 2 1 1 e 2 estun pivot

0 0 3 3 est un pivot

Ceth matrice n'estpas échelonnée contrairement à celle ci

1 0 3 1 est un pivot

O 2 1

0 o z

et un pivot

3 est un pivot
Définition

Une matrice A est dite échelonnée réduite sielle est échelonnée et si

elle possède encore deux nouvelles conditions

il tous les pivots de la matrice valent l

Ii Dans toute colonne qui contient un pivot tous leséléments

autres que le pivot sont nuls

1 0 0 2

0 1 o 2 et une matrice échelonnée réduite

o o 1 2

0 0 0 0



Remarquer

Les opérations élémentaires sur les lignes d'unematrice sontdetrois types

Permutation de 2 lignes

Multiplication d'une ligne par une constante non nulle

Ajout d'un multiple d'une ligne à une autre ligne

Théorèmes

a Les opérations élémentaires ne modifientpas l'ensemble de solutions de

l'épuration matricielle AX B

b toute matrice se transforme en une matrice échelonnée ou mieux échelonnée

réduite par une suite d'opérations élémentaires

Exemple Résolution d'un système linéaire par la méthode du pivot

L'exemple suivant illustre la méthode du pivot lors de la résolution

d'un système d'équations linéaires

Résoudre le système d'équations linéaires suivant

311 2g 4g 1

Y 21 y 21 2

n y iz 2

L'équation matricielle équivalente est

f Igf2 1 2



3 2 4 1

Lamatrice augmentée est r I 2 z

t 1 2 2

On va maintenant effectuer des opérations élémentaires de lignes pour échelonner

et réduire cette matrice augmentée de ce système

WÊ méthodede Gauss Jordan ou méthode du pivot consiste à échelonner

et réduire la matrice augmentée à l'aide d'opérations élémentaires

3 2 4 1

r i r

g f
2

Y
a s le

inverser leslimes multiplier la
I I 2 1 et 3 3 2 4 1 ligne 1 partit

l'élimentaneestchoisi
1 1 2 2 Comme pivot Faire 1 1 2 2

apparaitredesoandenous
2 1 2 2 0 1 6 2Is

a
ush en

o s nosLz Ly bla
l'élimentazzestchoisi
Comme pivot Faire
apparaitredeso au

gars
Multiplier

Lesperjkof0 1 6
L 1 L Le
ls l Ls 54 0 0 20 s 0 0 y a

l'élimentazz estchoisi 1 o o 1
Comme pivot Faire
apparaitredes0 an demain o 1 0 112

L T 4 4lb 0 0 1 114

La_ Le 6h3 a Cette dernière matrice nous fournit la solution matricielle

X I etdontla solutionuniquedusystèmed'équations
5 41 1,111 1141



Exemple Inversion d'une matrice par laméthode du pivot

Supposons que l'on
cherche à inverser la matrice A

f53 4 2

r n 3

on doit donc résoudre l'équationmatricielle suivante

5 3 4 11 112 713 1 0 0

f3 a 2 rien ne 7ns 0 1 0

i
on va donc transformer la matrice augmentée A I en une matrice

augmentée Il A par desopérations élémentaires

1 pivot faire apparaître des zérosdans
la première volonne

5 3 4 1 0 0 t 4 1 00

3 4 2 0 1 0 Ç 0 11 2 3 50

r u 3 o u r o nn t i o 5

5 3 4 10 0

s ons int

tifo misto0 11 1 3 5 0

0 021 414 5

1 05 63 0 5 56 44 105 63 0 556 44
41214 44

2s o tt 77 22 h o 2 o t 7 2
3 o o y a en 5 o on h int



1 00 f 3Fnos o o 10 35 50

µ r o E t4147ff u n o 5 t 2
4

0 0 Il 4 14 5 0 0 l y 3 ff1

Ainsi si HÉ
3

Remarque

On a préféré utiliserdes pivots différents de l pourretarder au maximum

l'apparition de fractions


