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1.2 Espaces vectoriels
1.2.1 Dans ’ensemble Z, on considére I'addition, ainsi que la loi de composition externe :
RxZ—7Z

(az;u) — 0

L’ensemble Z, muni de ces deux lois, est-il un espace vectoriel ?
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1.2.2 Dans I'ensemble R?, on considére les deux lois de composition définies par :
(;9) + (@59) — (@ + 2"y +)
a(z;y) — (az;y)

ol a, z, 7', ¥, ¥ sont des nombres réels. Montrer que R?, muni de ces deux lois, n’est pas
un espace vectoriel.
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Prouver que, muni des deux opérations ci-dessus, Mayo(R) est un espace vectoriel ; préciser
I’élément neutre de 'opération + et 'opposé d’une matrice donnée.

| .
e (eg) (nay) = [ (Rer)lovy) £ ((Repdnsty) = (dosy) *priy)
&/ 7 ¢ ¢ \ \ a7 . 4] v v/
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1.2.3 On munit 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2
Myox® =4 * %) |abecder
2Xx2 - c d a,0,c, (S
des opérations usuelles :
a b1 + a2 b2 _ a; + ap b1+b2
C1 d1 Co d2 1+ ¢ d1+d2
a b aa ab
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1.2.4 Si V est un espace vectoriel, u,v € V, parmi les expressions suivantes, lesquelles
ont un sens ?

a)g o c) u—4 o e) u? —2u+1 Mo
u

+v . u v
b) —u Ow d) —+- Mo f) 2u—3uv Mo~
2 vou

1.2.5 Soit T I'ensemble des applications de [0; 27] vers R définies par f(z) = acos(z)+ b,
avec a,b € R. Montrer que I’ensemble 7', muni de 1'addition de fonctions et de la multi-
plication d’une fonction par un nombre réel est un espace vectoriel.
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1.2.6 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?
A= {(z;y;2)|x = 12} B ={(z;y; 2)|z = 0}
C={(z;y;2)|y = 3z} D ={(z;y;2)2z +y + z =21}
E ={(z;y;2)|3v + 4y — 52 = 0} F = {(z;y; 2)|zy = 2}
G = {@y 2l +y?=2) H={@y)le=5=3
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1.2.7 Soit Fr l'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

a) Montrer que l’ensemble des fonctions paires de Fgr est un sous-espace vectoriel de

Fr.
Sete b 1,6} dnr  fwchws oy micer 34,06 €
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b) Montrer que 'ensemble des fonctions impaires de Fr est un sous-espace vectoriel
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1.2.8 a) { ( ) |ae ]R} est-il un sous-espace vectoriel de Mayo(R)?

b) B={f € F(R)| f(0) = f(1)} est-il un sous-espace vectoriel de F(R)?

c) C ={p e R[] | deg(p) = 2} est-il un sous-espace vectoriel de R[t]?
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1.2.9 Montrer que I'ensemble D; des fonctions dérivables sur un intervalle I de R est
un sous-espace vectoriel de F;.
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1.2.10 Montrer que I'ensemble A = {(x;y; z; t ¢ = B} est un sous-espace
vectoriel de R?.
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1.2.11 Soit A, le sous-ensemble de Fg constitué des fonctions affines f telles que f(a) =
0 (ou «v est un nombre réel). Montrer que A, est un sous-espace vectoriel de Fg.
stk Lag €A A K om EIL
{\K r M\CX’)(’L]: g ) « mua'aL = O
() 0
%—f Mg € Ay o AL e va pan-eafer vedon F




1.2.12 Montrer que les familles suivantes de R™ sont libres :

a) ((1;-1;1); (0;2; -1)) b) ((0;1);(1;1))
¢) ((2:1;0);(0:1;-1)) d) ((~153); (0;2))
e) ((m;0);(0;¢)) f) ((2,4, (2;5))
g) ((1;1;0);(1;1;1);(0; -1 1)) h) ((0;1;1); (0515 3); (1;3;5))
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1.2.13

a) Dans R? on donne les vecteurs (1;2; —1), (1; —1;3) et (m; —1;2), ot m est un nombre

réel. Pour quelle(s) valeur(s) de m forment-ils une famille liée ?

b) Méme question avec les vecteurs (m;2;1), (2;m;3) et (1;2;1).

ek vichan d2 condibie  our m veckns Qo

~

Jemile Aiee 0 dot (uy by, ot sua) 2 O

o A 1 o
1t 420 ¢ - 2(29m) - ((lem) = Tan-L = C
~'L 3 /2 =1 > ’]_
A 2 1
b 13
m 2 = W] (‘: /VV\(W\—(p + L"-‘ﬂ - -m = n '%M‘ﬂ‘é = 0O
1 1 G (W\—-G}(W\*\] S )
= m= |\ LA r‘a

1.2.14 Soit u et v deux éléments de Fr. Montrer que (u;v) est une famille libre lorsque
(u(z);v(x)) est égale a :

a) (1) b) (z12?) c) (z;2) d) (e%2)

e) (ze®;e®) f) (sin(z);cos(z)) g) (x;sin(z)) h) (sin(z);sin(2x))

a) (1)
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4 ( : n('lL))
= ALK M Rale) = ¢ X el
XK= M =) ML=0 A MN=O
= Mbhal) oo YN EW o pq =2 O
A) [ hal) | Ra () )
= A+ A () =0 Y cn
bha=7 ., A=0 s/ MRa(mt) <O Y ém =MA=0
L
1.2.15 Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, la famille (fi; fo; ...; f) d’élé-
ments de Fy définis par fi(z) = sin(kz) pour k = 1,2,...,n est libre.
Rmanghreke o clwmen
# F k=t o M=o Fewm ., A =20 o f Abes
(petows Ve flowe = m- 4
=t N hale | & p R ()t 4 Ao Qal(m=1)x ) <0
S D T N S P - B SR )
Qs om
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U AR (k] = A Galing « ok M ;pet Ga (n=) 1) + oAy G (nn) =
~ Mbal) =~ udy fal) 4 m () Xey fin(ne)1) = ntxa Salnac) =0
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1.2.16 Soit A=R\ {-1;1} et f, g, h trois éléments de F, définis par :

2z +1 3 1
fo=2=7 9@ =77 "= 5

La famille (f;g;h) est-elle libre ?
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1.2.17 Dans chacun des cas suivants, montrer que (e;;e;) est une base de R? et déter-

miner les composantes de u relativement a cette base :

a) e = (1;1) e = (1;0) u=(0;1)
b) e1=(1;1) e = (=1;1) u=(13)
lap el
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1.2.18 Dans chacun des cas suivants, montrer que (ey;ey; e3) est une base de R? et dé-
terminer les composantes de u relativement a cette base :

a) er=(1;1;-1) e2 = (1;-1;0) es = (1;0;1) u=(0;1;0)

b) e; = (1,-1;0) ex = (0;1;-1) ez = (1;0;2) u=(1;1;1)
1 e= (g 1em1) ¢ ey = (15-130] + en (V300 wu= [pi1j0
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1.2.19 Soit P, I’ensemble des polynémes de la forme az? + bz + ¢, oil a, b, ¢ sont des
nombres réels. Montrer que la famille (2 — x;1 + 22;1 — 22) est une base de P,. Calculer
les composantes relativement a cette base des polynémes z2 et (2x — 1)2.
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1.2.20 Montrer que la famille
3 6 0 1 0 -8 0
(5 5) (4 0)( 5 ) (402))
est une base de Ms(R).
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1.2.21 Déterminer la dimension et une base de I’ensemble des solutions de chacun des

systémes :
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1.2.23 Dans R*, trouver une base comprenant :
a) le vecteur (2;1;3;2),
b) les vecteurs (2;1;0;3) et (1;—2;1;0),
¢) les vecteurs (2;0;1;0), (0;0;1;3) et (0;1;1;0).
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1.2.24 Dans R*, on considére les sous-espaces vectoriels
F={(z;y;2:t) |[y+2+t=0}, G={(x;9;2t) [z +y=0 et 2=2t}
Déterminer la dimension et une base de F', G et FNG.
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1.2.25 Soit (ey; e2) une base de R2. Montrer que (eq;e1), (e1; €1 + €2), (e1 — €a; €1 + €3)
et (e + - ea;€q) sont aussi des bases de R2. Quelles sont les composantes de e; et de ey
relativement a chacune de ces bases.
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1.2.26 Trouver une base du sous-espace de R? engendré par :

{(3:2;=2); (75 =3;1); (—11;8; —4); (4, —5; 3)}

180
Exenww N | M\ ) € e \>
-5 | > /A
» N °
/' LR 3 = *>
ol n 1 e‘l‘lA;UGA‘" LU N -I(‘W\.J a =2 ’;l—')
Z B S { Y 24 - -3 -
- 7
4" / Ls -2 }L)
2L = 4
VL = &
O =z - ZE\ 21 Ca }- wg-\;vldh-kw L ‘WN{IOSQ\ )
. 0 = 1%
\ h
dome b e | 25 | o -1 | o Lndnirement indeadands
\ &)/
] 7 \
Ll A [ ra\
u'\, C Reminmms A y \ & < [ 2 ; l--g ‘
) AR Y
’ [ ~u 3 {-3‘4% £ \l
) 1 + = -1 o 8 ¢=) L""’&l-;“
2 14 2L - 3 = 9 >
"t L '/ L ~ >Lns )
\ = L + = *G
+ ¥ = AL 14 x X = ~A4
L’L_7‘§.‘ L'L‘ L‘—')L| - 2
~ 2120 b Y Lt = - S
L =) 4 L In)-) ’4)— -L
e = - (e \ L =-1
V2 = ) ; - A
L2 4L
y, ‘b E - ] > ﬁ = "L




/\
VAN
N ~| ~ O N
C
-5 N t I (%) \\.//
N <
\\/ l..n.> & d — o
I M\ “' * < © S~ ~
i = ! - 4 & D
Ml LA Mﬂ oy - _ S—
1 - - — —
A % S R
- A < .m.: M N~
o~ -~
§ N\ A I = g I ~
< o~
< PN S W ¢ c
o +
v L N\ m‘ n\/ - = 0y S—
1 Y — A < | <
§ \ ~ & & o s |
~ < ¢
\ + : ‘ L \~
] ~ a 0O /
Y . [ r\.. < o i 1 = _— a
I < !
' \\// D~ o " «.\/ -t \\/ 5~ L &
-~ - N t
~ n - - q S~
So
D / ~ P = 0 Q + s & ~
y ) (a2l Al ' T Do | §
1 <l |d- .\M.) | — " '
PN
| - -« D o o a \ —
— 1 1 ~ N L -l
. 3l s T
o< T b o = : T N = -
I~
f ¢ N + o\ - "y T
! K) < < ¢ P
. -7 N ‘ ‘ - =
—_ S i ) N -~
p— oo S — ] « P <
! ! < N o ..M_ A )\ s oAl S ——
« »-’« m ~ — 2y N n.w s m- L 5N ~ M o
P + N (3
. w + ( N - '
+ .
. rm ~ ~ u Y M
o
R ~ £ N
=
.m 1 | — o — < \/ M N




H pl
L <,
) e : s
; Q
| i o~ e
< S ~ ~ & w
MA S IM - z
LY
S
5 - b o \ 3
IM 3 MRS T i T
o &
A = <
: x: . x
.w T oS g AP
5 _ & & o
v.w 2 N < 3 < T b
5 : in $ X
BERF $5 _
3 w5 !
3 P < s S
nw. Iln: l—w Q -~
N A
Q U 3
-~
“ llaa = — 0 9 U
. i) . . S ~—_ O~ W
T / o < '
1 _ S ] \
i\ = 7 2 3
Q IW |M _
N
= & T : :
" - ,_u r \ s
N IS i ~ .Mm. w 3 ] w,
> .ﬂ‘ =~ =
|3 EEDEFEEE R mi
g < 3 T
ﬂ oS~ N - N‘
< S : = T
—|~mu - ml lw - 7
A - 3 5
b4 £ = < T T
Iﬁl Q
Iy I ;
2 2 n T
oy
<]
L 3 3 Z g
S vlTE 1
5 E = .
k'l q\. ? m-
// .|




1.2.27 Soit (eq; e2; €3; €4) une base d'un espace vectoriel E. Déterminer la dimension du

sous-espace vectoriel U de E engendré par les quatre vecteurs :
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1.2.28 Soit P; I'ensemble des polynémes de la forme az® + ba? 4+ cx + d, ot a, b, ¢, d

sont des nombres réels. Calculer la dimension du sous-espace

(42% — v + 2;22” + 67 + 3; —42% + 10z + 2)
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1.2.29 Soit F = ((1;3; =3; —1; —4); (1;4; —1; —2; —2); (2; 9; 0; —=5; —2)) et G = ((1; 6; 2; —2; 3);

(2;8; —1; —6; —5); (1;3; —1; —5; —6)) deux sous-espaces de R®. Calculer dim(F + G) et

dim(F N G).
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1.2.30 Soit u et v deux vecteurs non nuls de R?. Montrer que si (u;v) est une famille
libre, alors R? est somme directe des sous-espaces engendrés par u et v respectivement.
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1.2.31 Dans R? on considére deux sous-espaces vectoriels A et B. Dans les trois cas
ci-dessous, répondre aux questions suivantes.

— R3 est-il la somme de A et B?

— R? est-il la somme directe de A et B ? Si ce n'est pas le cas, déterminer AN B.
a) A={(z;y;y) | z,y €R} et B={(a;a;a) |a €R}.
b) A={(z;y;y) | v,y €R} et B={(a;a;—a) | a €R}.
¢) A={(z;y;—y) | z,y € R} et B ={(a;2a;b) | a,b € R}.
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1.2.32 Dans l'espace vectoriel réel Mayo(R) muni de I'addition et de la multiplication

usuelle, on considére les deux sous-ensembles :

A={<f’t f)) IteR} et3={(j g) |a,b,ce]R}

a) Démontrer que A et S sont deux sous-espaces vectoriels de Mayo(R).

b) Démontrer que Moy2(R) = A® S
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1.2.33 a) Prouver que F' = Ty @
4 x—y

toriel de Mayo(R). Trouver une base de F.

) | z,y € ]R} est un sous-espace vec-

b) Déterminer une base du sous-espace vectoriel G engendré par (é ¢ ), (g _11 ),
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) [ T ler [(x=y=0)
] \ /
o (0]
| (A KAY X \ X v ) Y o
) { } ~ (]
= +
A -y / Y Y \o -
\
{ 1 ) A\ 0 )
- + Y
u L / ‘ ") "LI
R | A
=N F = < { ) l
\ 0 L, l o -4 )
=1 U pagh loea  dlun bows ~erflare vechie do Mi L’m.)
6n vak j‘*dh i [ Vo T vk Linticemtoad tnde’' pandaty
L w L) \\ o -4 J
Con  dune  vednes !«\m«l/ done ung bag do F
bl 2 clader lo "G lo. b ot Ay NI (MH'«' gém‘n.‘&ar_\
I o 1\ ) L)
) ] 2 -1 nJ 4 -
- 0 -4 /!\ 0 0 L L
L~ 0 oM b b) (0) ) o)
(¢ o
(4 \ [fo\ [o]
= G- 0 a e |>
0 0 | 1] ¢
1 ) / \ A




. o ¥ ) .
] J « IM ~N N
1
>3 — > 3 DK
] = -
il v
- ”mu \NL ¢ _ — ~~
O \ -~ o T ~ o0 =
- W ° t
T \ ~J —~ < ~ < >
) ‘% < N -M -
«
) s = + +
3
—~ ] g
~ s 2 s = -
¢ -3 \M> . . ~ = 5 §
< = LJ t \m- B —_ | «
A
3 < = = ~ N
a - — d da — | T~ ( &
- ] 0 ~ N PRIEN | ~ ~
! 3 e N
< - o - = a
- —
' o ] N < ~ Y ° =0 _— - \
s <~ [ ~ s = AN
) t A N y o o <@
' -«
I} N [8) 1 * m
\M ¢ - o ~ o <= O [a) o iy b e
- N -
* - il - © ~o o = 5 &
— ~<| 1 < ~ o O o . Ot d S
T - pe ¢ <
S £ ¢ + I
o o 5= ”—MJ M ) C (et
- L — - 15 ¢
- . = <
L t - - J o v —
v S o N T~ M <~ .S <
- -~ o S = > ~ P -
< o N — — 3 O~y M
= S Iy S
< -
| . 3 N J._ o O W\. .M\ a
’ o)
£ =< 4 o < o s S = - T. S
- — — = <
2 3 — o S Fy iR ( = =
9 A
Lm o o ol <& - 5 B << w
< - . >
& = M Y \ l‘b M q\' M thd
N - N
+ < " § w — o = ' P -
5 < S b4 o
N~ -
2 I - 3 o :
_ 5 — - A
& w
&4 — O




\I
L S
—_ !
. N
v -
I._M ° { +
- ( (g
0N P
<+ e v
~ — N -
/ ~
=3 I ! *
.a v
§ o <
A < l -
> 1
1
- ]
- S
o A —< 4 ! =~
N t —
o o] ‘
3
1 «
t o s Lﬁ
A~ - <
- e * T
S
Y B t Y ) <
~— .
= +
= a . S
W ! T N
o S
=<
) ° < ) ]
~
- e =< 9 >
S- o “ t _n ¥
~
= ~< -+ S el T
& 1 ! -
P J S
ul ) > E o
. N I..: " [~
o — 1 1 l
& - < \ﬂ -~ )
% A = ] b n ¢ X, [l
N N 4 g
=l < = A <
N + \ + '
B ~ —~ < — o L A
I 2 ~ o< < - ~J ol \_
£ o i
< \
'S
-
« !

"'L‘\\

FNG -




1.2.34 Dans M,(R), on considére les matrices :

1=(11) 5= (3 1) e=(53) 2=(7 %)

Calculer dim((A; B; C; D)) et trouver une base d’un supplémentaire de ce sous-espace.
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1.2.35 Dans P3, on considére les polyndmes

pr =322 44t+1, p, =22 —3249t—1, p3=1t34+6t—5 et py =23 —524+Tt+5

Calculer dim({p1;p2; p3; pa)) et trouver une base d’un supplémentaire de ce sous-espace.
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1.2.36 Montrer que les sous-espaces des fonctions paires et celui des fonctions impaires
sont supplémentaires dans Fp.
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