
 

A Espacesvectoriels réels

Un espace vectorielest un ensemble formé de vecteurs de sorte que l'on

puisse additionner et soustraire deux vestons 4 v pour en fumer un

troisième u tu ou a v et aussi afin que l'on puissemultiplier

chaque vecteur a d'un facteur α pour obtenir d u

IK est un corps souvent 1k IR

un ensemble monvide E lonstitue un espace vectoriel réel s'ilest muni

1 d'une loi de composition interne c à d d'une application de EXE dans E

E X E E telle que

lui v1 t n v

La loi vérifie les 4 propriété suivantes 4 axiomes

ai lu v1 w a la w quelsque soient niv w E E

b il existe un élément de E noté 0 telque 4 0 0 4 4

pour tout U E E

e pour tout 4 E E il existe un élément de E noté 4 telque

4 1 41 O

di u v u quelsque soient u o E E

Espaces vectoriels réels



21 d'une loi de imposition externe 1 à d d'une application de IRXE dans E

telle que IN X E I E

12in du

Le lui vérifie les 4 propriété suivantes le axiomes

a 2 p ut HP u quelsque soient α β EIRetutE

b α β u L u peu quels que soient α β FIR et UEE

c 2 Utv L 4 L'v quelsque soient α EM et u u EE

di 1 4 a pour tout U E E

Remarque

les propriétés 1 a associativité 1 b existence d'unélément neutre

et 1 a existence d'un symétrique pour tout élément de E signifient

que l'ensemble E muni de la loi de composition interne fume

un groupe

La propriété 11 d commutativité veut dire qu'il s'agit d'un groupe
abélien ou commutatif

On appelle recteurs les éléments de E vecteur nul l'éliment OTE

verteur opposé de ce l'élément u et salaires les nombresréels



Exemple Le IR espace vectoriel 1RE

IR IM 1122 un éliment U E E est dans un louple

1h y ave E IR et y e IR

112ᵉ l 171 g 11E R YER
Définition de la loi interne

fi fa y et n y sont deux éléments de 1122 alors

111 y la y a n y y

Définition de la loi externe

si 2 f IR et 7 y 1122 alors

α 1 yl α dy
L'élément neutre de la loi interne et le vecteur nul 10 o

Le symétrique de la g est f71 y que l'on note aussi niy

d u

u
p

et d usant

colinéaire

ï
0

U



Exemple2 Le IR espace vectoriel de 112

Onpose 1k loups IR E 112 7711

U E E est dans un n uplet a i 23 n

Définition de la loi interne

si tu na an et i i né a'n E IV alors

anim Ian 14 ré n lutin antan

Définition de la loi externe

ti L E R et 7 1h an E IRM alors

α 114 1h An f271 272 Lan

L'élément neutre de la loi interne et le vecteur nul 10 0 o

Le symétrique de 14 14 2in et 11 i n

que l'on note aussi 11 in Un

Exemple 3 Tout le plan passent par l'origine dans
1123est unespece

vertoriel

Soient 1K IR et E un plan passant par l'origine

Équation du plan an by 0
0

un élément a de E est un triplet Nig b
telque Un by iz 0

soient u ni p z et v fa y j deuxéléments de E

an by y o et an by ez 0



anita b y y c 2 2 0

Ainsi air la a y y 1 3 E E

On peut également vérifier parexemple les autres propriétés

l'élément neutre 0 0 01 E E

le symétrique est a p J E E

Un plin ne enterrant pas l'origine n'estpas un espace vectoriel car

justement il ne contient pas le vecteur nul 10 0 0

B Sous espace vectoriel

soit E un espace vectoriel réel

Onappelle sous espace vectoriel de E tout sous ensemblede E qui

est lui même un espace vectoriel pour les opérations d'addition et

de multiplication par un scalaire définies dans E

On remarque qu'unsous ensemble F de E est un sous espace vectoriel

de E si et seulement si d u pu F quelsque soient

U VEF et α β IR

Remarques

a pour montrer qu'unsous ensemble F de E forme un sans espacevectoriel

de E il suffit de montrerque

il a v E F pour tous au E F



iil L U E F pour tous U E F et LE 112

b c'est un condition nécessaire mais non suffisante qu'un sous ensemble

F de E initient le vecteur nul pour être un sous espace vectoriel

de E

Exemple 1

F ni y E M y 0f et un sous espace vectorieldem

18
il faut montrer que

il 0 o t F 1 OK
0

iil soient a 14 yil etU pris
appartiennent à F

alors y 0 et on 4e 0

et ainsi a V y y a 92 f F

iii Soient 4 Mig E F et L E IR

alors at y 0 Lai Ly 0 d'où tu f F

F estun sousespace vectoriel

Exemple 2

Fi 111 g E 11E y 2 n'estpas un s e v de 1122

En effet le vecteur nul 1001n'appartient pas à F

En la y À 11 0 on y 0 n'est pas un s e v de m

En effet u Il o et t o e E F mais air 1 11
n'appartientpasà F2



F 17 y EN 7,0 et y70 n'estpas un se v dev22

En effet u 1 11 F3 maispour 1 4 1 1 1 F

ny ni y

F3

E
o o o

F1

Théorème

Soient E un 111 espace vettoriel et F un sous espace vectoriel de E

Alors Fest lui même un 1K espace vectoriel pourles lois induitesparE

Méthodologie L'ensemble Fest il un espacevectoriel

1 Trouver un espace vectoriel E qui contient F

1 prouver que F est un sous espace vectoriel de E

il y a
seulement 3 propriété à vérifier au lieude 8

Somme de deux sous espaces vectoriels

La somme de deux sous espace vectoriels A et Bde E est le sous ensemble

noté A B défini par A B utv UEA VEB

L'intersection AMB de deuxsous espace vectoriels A et Best un sous espace vectoriel

La somme A B est dite directe si AMB 0 Dans le cas d'une

somme directe on note A B Ishurnal



Théorème

La somme de deux sous_espacesvectoriels A B et un sous espace vectoriel de E

Théorème Somme directe de deux sous espaces vectoriels

si V A B alors pour tout vecteur V E V il existe un unique a A

et un unique be B telque v a b

Aet B sont en somme diretedans E si

AMB 40

A B E

on note A B E

A et B sont des sous especes vectoriels supplémentaires dans E

Exemple

A la u 1f À MEIR et D 10 y Emily IR

n'YA B 1122

vérifier 2 axiomes
0 A

AMB 40

AMR 10,01

A B m far la y 11101 10 y

A B 1122

Autre méthode le diimposition Hig De01 10 y estunique



Garder A et noter D 111,14 112 IR Montrer que

l'on a aussi A B 115

1 AM B 10,014

A B 112ᵉ la y fa y o 1g y

Deux droites distinctes du plan parlentparl'origine forment des sous

especes vectoriels supplémentaires

Existenced'un sans espace supplémentaires

Soit E unespoir vectoriel dedimension finie Pour toutsous espace vectoriel A

de E il existe un sous espace vectoriel Bde E monunique tel que

E A B

On dit pas estun sous espece supplémentaire de A dans E


