





















Vecteurs

1 Définition

Soit Il l'ensemble des parts du plan

Soit A et B deux parts Nous avons une flèche d'origine t et

d'extrémité B

I

Cette flèche a une direction un sens et une longueur la
normé

La direction de la flècheest donnée par la droite AB

Un vecteur et l'ensemble de toutes les flèches équivalentes qui définissent

la même translation Chaque flèche est un représentant du recteur

Sans référence à un représentant un vecteur se note par une lettre

minuscule surmontée d'une flèche Û Û à L'origine et l'extrémité

d'une flèche représentant un vecteur sont aussi utilisées pour le désigner AÏ
BI

On note Il Û Il la norme d'un vecteur

Dans le cas particulier où l'origine et l'extrémité de la flèche
représentant un vecteur sont confondues il n'y a pas de déplacement et la

translation correspondante et l'identité Parextension on définit le
vecteur nul comme le vecteur de norme nulle dont la direction et le

sens ne sont pas définis On le note Ô ou À BB É

Géométrie vectorielle et analytique



2 Vecteurs égaux et vecteurs opposés

a On dit que deuxvecteurs sontégaux s'ils définissent la même

translation du plan ou de l'espace soit s'ils ont

la même longueur

des droites supports qui sont parallèles ou confondues

le même sens

à
droite support du vecteur

F 7

b Deux vecteurs à et 5 sont dits opposés s'ils ont même direction
même longueur mais de sens contraire on note à Ô

à
droite support du vecteur

Î
L

3 Addition des vecteurs

On considère deux vecteurs à et 5

La somme des vecteurs à et 5 est le vecteur correspondant à la composition

des deux Translations à et 5 On le note à 5
Deux méthodes pour additionner des vecteurs



a Méthode du triangle

On transporte l'origine du vecteur 5 à l'extrémité du vecteur à

Î
à

â ô Î

à

b Méthode du parallélogramme

On fait coïncider les origines des vecteurs à et 5

je
âÂ

à
é

4 Soustraction de deux vecteurs

on définit la soustraction vectorielle comme l'addition du vecteur opposé

â 5 à 5 5 à

à 5
5

7

â



5 Propriétés de l'addition des vecteurs

a L'addition est commutative 5 à à 5

b L'addition est associative à 5 é à 5 é

c Le vecteur nul Ô est un élémentneutre pour l'addition

à J t à à

pour n'importe quel vecteur à

d À tout vecteur à et associé son vecteur opposé noté à demême

direction de sens contraire et de même norme que à

à à Ô
e si à Al alors l'opposé de à est donné par à BÂ

En résumé ces quatre propriétés de a à d signifient que l'ensembledes

vecteurs muni de l'addition vectorielle fume un groupe commutatif ou

un groupe abélien du nom de NielsAbel 1802 1829 mathématicien

norvégien

6 Propriété de la soustraction de deux vecteurs

Le vecteur ne à 5 différence des vecteurs à et 5 vérifie l'égalité

suivante

à 5 à

7 Relation de Chasles Michel Chasles 1793 1880 mathématicien français

Soient A B C des points quelconques 7

AI Il AI 7 c

A



Exemples

a À DÉ BÔ AB BÔ DE AD DÉ AÉ
b BÊ DÉ BD BÊ ÉD DÛ BÊ EF EÛ BÊ ET

8 Produit d'un vecteur par un scalaire

Soient K E IR et à un vecteur Le produitdu recteur à par lescalaire

K noté Kat est le vecteur caractérisé par

la direction du vecteur à

le sens du vecteur à si k 0 et le sens contraire si le co

une norme égale au produit de celle du recteur à par la valeur

absolue de K

Il Kâ Il 1K là'll

Exemples
7

3à

à Là Et à
L

Propriétés du produit d'un vecteurpar unscalaire

a là à et l 1 à à
b K mai Km Ï
C Kat moi Ktm à
d Kâ KI K à 5



el k f à l K à Kâ

j où Ô

g KÔ Ô

En résumé l'ensembledes vecteurs muni de l'addition vectorielle et de la

multiplication d'unvecteur par un scalaire forme unespacevectoriel

9 vecteurs colinéaires

Deux vecteurs à et 5 non nuls sont dits colinéaires ou linéairement

dépendants s'ils ont mêmedirection

Deux vecteurs mon colinéaires sont dits linéairement indépendants

Théorème

Deux vecteurs non nuls à et5 sont colinéaires demêmedirection si et
seulement s'il existe un scalaire non nul K telque

à KÉ

no Combinaisons linéaires de vecteurs

On dit qu'un vecteur J et combinaison linéaire desvecteurs à et 5 s'il

existe des scalaires k et m tels que

P K à mis

On définit de même une combinaison linéaire deTrois vecteurs ou plus

Remarque

Deux vecteurs sont linéairement dépendant si et seulement s'ils sontcolinéaires



Bases

11 Bases de l'ensemble des vecteurs du plan

Une base de l'ensemble V2des vecteurs du plan est un couplede vecteurs mon

colinéaires B et i é
Toute combinaison linéaire aé créé détermine un unique vecteur à duplan

Réciproquement tout vecteur à du plan se décompose de manière unique

comme combinaison linéaire des vecteurs de la base et et éé

azéir ja
à à aie air e à

ai
Lesnombres réels a et on s'appellent les composantes du vecteur à dans la

base B et à

Exemple

représenter dans la base B et ét les vecteurs à 5 E EI
à lié



3 3E

à

À

2 2E

à

é

2 2E
à

1 à

à 7

Ê Zé

ZÉ



2 Opérations avec les composantes

proposition

Soient deux vecteurs à et 5 II du plan donnés parleur

composantes dansune base B étier et un nombre réel X Alors

E e
t

an bu

il à s E
i

are be

L'addition des vecteurs et l'addition des composantes

iii à E
Le produit d'un vecteur par un scalaire est leproduit descomposantespar le
scalaire

Preuve

il cette propriété se déduit de l'unicité des composantes

il E laréitanéifilbiéiebréi

Ca bi et Cartbhel f
t

ai b

iii x E aie nei aie navet at

Xau



3 Critère pour déterminer si deux vecteurs de v2 sont colinéaires

soit à 5 E
à et 5 sont colinéaires e J KEIR telque

ii s et E E E
Ka bi

a

kan b Eto ce
bg

i bg

ai bz arb s a be arb 0

La dernière expression s'écrit at bi

ai bu
aibe acb

déterminant d'unematrice 2 2

4 Base de V3

B et él ès I est une base de V3 si é à dés ne
sont pas coplanaires

hé

L é É
Ti

Ti et le plan vectoriel engendré par é et à
si ej n'appartient pas à h alors B et une base



Sût à È
toute combinaison linéaire acéitanéirasés

détermine un unique vecteur à de l'espace

Réciproquement tout vecteur à de l'espace se décompose demanière

unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la base à él et ej

à alé tarer rasé es à È
Les nombres réels a an et as s'appellent les composantes du vecteur

à dans la base B là él és

5 Vecteurs coplanaires

à 5 et à sont coplanaires si l'un d'eux est une combinaison linéaire

des deux autres

Par exemple Kà t5 E K t en

à f ii ii E
25 5 T à 5 et é sontcoplanaires

Ce Critère pour déterminer si 3 vecteurs sont coplanaires

à 5 T coplanaires e det à 5 é 0



repères et coordonnées

1 Repères dans leplan

Un repère du plan est formé d'un point 0 du plan et d'unebase

B et él du plan vectoriel On appelle 0 l'origine et B félieil
la base associée du repère

Les coordonnées d'un point A du plan relativement à un repère o é â

sont les composantes du vecteur À relativement à la base associée et é

Alania es À

a est la première coordonnée ou abscisse du pointA

a est la deuxième coordonnée ou ordonnée du pointA

2 Repères dans l'espace

Un repère de l'espace est formé d'un point 0 du plan et d'unebase

B épient és de l'espacevectoriel On appelle 0 l'origine et B féliéiiez
la base associée du repère

Les coordonnées d'un point Ade l'espacerelativement à un repère o é étiez

sont les composantes du vecteur À relativement à la base associée é él ej

Alania a es À

a est la première coordonnée ou abscisse du pointA

a est la deuxième coordonnée ou ordonnée du pointA

az est la troisième coordonnée ou cote du point A



3 L'espace affine

L'espace muni d'un repèreestappelé l'espace affine Les calculs avec coordonnées

et composantes dans l'espace affine sont analogues à ceux effectuésdansleplan

Composantes du vecteur AI
si A a ar as et B b b2 bz sont deux points exprimés dans

un repère 0 el él ès on a

bi Q

Règlede Chasles À À_À bz ai
bz as

Milieu d'un segment et centre de gravité d'untriangle

1 Dans le plan B
Milieu M du segment AB

i Méthode vectorielle

OÛ 1 À pô o A

ii Méthode analytique

Relativement à unrepère du plan si Ala an etBlb i be on

a

M ai bi i ariba2



Centre de gravité à d'untriangle

il Méthode vectorielle
D

07 ç À job JÉ a

i A

Relativement à unrepère du plan si Afa an Blb be et

Cain on aIIII

3 3

21 Dans l'espace
D

Milieu M du segment AB

Émi Méthode vectorielle

OÛ LÂ LÂ 0 A

ii Méthode analytique

Relativement à unrepère del'espace ti Afa ar az et Blb beibl
on a

M ai bi an ba j as bz
2 2 L



Centre de gravité à d'untriangle

il Méthode vectorielle
D

F 1 À 1 D çà3 3

ii Méthode analytique A

Relativement à unrepère de l'épave si Ala aria Blb be bz
et crieriez on a

G at bleu
angebz Ca as bytes3

Norme

Soit à un recteur Il à ll désigne la longueur d'un représentant

du vetar à

à unvecteur duplan

Le théorème de Pythagore implique n

ïïlà le lait ai
É ai

unvecteur à est dit unitaire s'il estde langueur 1 s à d si là 11 1

Une base là À l du plan estdite orthonormée si ses vecteurs sont

unitaires et orthogonaux c à d si HéA Hé ll e et si j'I é
Un repère et dit orthonormé si la base associée et orthonormée



Produit scalaire

11 vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs J et à sontdits orthogonaux si l'unedes deux conditions

suivantes est satisfaite

at Û ou Û estnul ou lesdeuxvecteurs sontnuls

bl Û et J ont des directions perpendiculaires

Propriétés de vecteurs orthogonaux

J I à Il T N'n ô N nûn

21 produit scalaire de deuxvertus

Soient T Y et à_ Ie deux vecteurs du plan on appelle

produit salaire des vecteurs J et à et on le note J il le nombre

J à Yn In aw va we fin

Le produit scalaire se définit relativement à une base orthonormée

Soient Û
É et à hit deux vecteurs de l'espace

4 produit scalaire des nectars J et à

T W II Û V w Vewe V3Ws E In



Propriétés du produit scalaire

at P Ü Ü Ü

b J Ü E J_Û J F

I I nô I kil Û K P w

d J ni h view UPN nûn

et la valeur duproduit salaire est indépendante de la base

orthonormée choisie

Théorème Condition d'orthogonalité

PI Û et Û Û 0

31 Vecteurs orthogonaux à un vecteur donné du plan

Relativement à une base orthonormée du plan si J µ on a

a Y et sont les deux seuls vecteurs orthogonaux et de

même norme que P

b À I J À K Y Ken

et Dans le plan il existe une unique direction perpendiculaire à un

vecteur donné



4 Déterminant d'un souple de retors du plan

soient à_ et 5 E le déterminent du couple

fi 5 et le nombre réel

der là 5 det a be acb

propriétés du déterminant de deux vecteurs duplan
1

soient à et 5

at L'aire d'unparallélogramme instruit sur les vecteur à et 5 et donné

par

Apa j'y
det là i5 det a be arb

bl 2ème critère de colinéarité dans le plan

à et 5 lolinéaires Fi det a be arb to



Équation cartésienne d'une droite

Une droite et sous la forme cartésienne canonique si son équation

est de la forme

an by 1 0

Le vecteur directeur de cettedroite est donné par

à El
Ê

Déterminer l'équation cartésienne canonique de le droite d
passant par Al 2 01 et de vecteur directeur d I
À I où a b coefficients

J
b y

a

b i q

9 1

I Id n 4g I O

Yeste
à déterminer ce

on sait que la droite ll passe par A 2 o

tt les coordonnées de A vérifient l'équation de la droited
t 2 4 0F C O I 2

D'où l'éviction de d 71 4g 2 0

ou

4g L 0



Équation cartésienne d'un droite

la fem y ma h

où m s'appelle la pente de la droite et correspond

au calcul

m variation verticale YB YA
Ivariation horizontale B A

eu h s'appelle ordonnée à l'origine et donne la hauteur à

laquelle le droite loupe l'axe Oy

Exemple même exemple

Déterminer l'équation cartésienne canonique de la droite d
passant par Al 2 01 et de vecteur directeur d I

Ici on va utiliser la pente

si on a un vecteur directeur de la droite f1

Ô a le reste meh

À_ I a me tu

droit f1 y ma h 111 h

Étehéditerminer



on sait que Idl passe par A 2 01

O t 2 h a h 1

dans l'équation cartésienne de la droite d est

y t

Y a y y a 0f a n n aye 1 0

Id X 44 2 0 est l'érection cartésienne

canonique de le droitd

Angle entre deux droites

Id

Il
dit

Soient deux droites dit et Idt de pertes respectives m et ma

l'ere faim entre deux droites et dare per

tan e
me mi

1 mime



Projection orthogonale p de 5 tu à

âÀ

à

j à 5
pipi

à

et le longueur de la projection orthogonale p de J 4 à

11F11 là.it
Il à'll

Le produit scalaire et cyle

à
B

Ü et J'sort 2 vecteurs non nuls

0 14
a

t À à À à
û

Si J J 70 1 angle et aigu

si ÜÛ o n apte et droit

si vi J co a apte estobtus


