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84 Chapitre 3 Intégrons une fonction !

Hé, vous avez lu 
l’article dans 

le journal 
d’aujourd’hui ?

Quel
article ?

Celui-ci.
Ce!e fi"e 

vient de mon 
université !

La préfecture de 
Tokyo va financer 

des actions contre 
le réchau#ement 
climatique sur la 

base de ce!e étude. 
C’est super !

Notre 
université 

est forte en 
sciences.

* Le Asagake Times

*

Une étudiante en 

Master analyse le 

« chemin du vent »

Cela pourrait aider à 

réduire le phénomène 

des îlots de chaleur 

dans les zones 

urbaines

M
a
s
te

r
 e

n
 

Le
!

r
e
s

Fière



Le dioxyde de 
carbone (CO2) 
est soupço!é 
d’être la cause 

du réchau"ement 
climatique.

Quand la chaleur 
ne peut pas qui#er 

l’atmosphère, la 
Te$e devient trop 
chaude et le climat 

se dérègle.

L’étudiante a analysé 
l’e"et du vent sur 

la température.

E%e propose 
de limiter 

la construction de 
grands i&eubles 

qui bloquent 
le vent.

E%e espère qu’un 
vent sou"lant sans 

obstacle 
sur les côtes 
et les rivières 

ralentira la hau'e 
de la température 

au sol.

C’est dur de 
réduire les 
émi'ions de 
CO2 de nos 

jours.

Mais tout le monde 
devrait e'ayer 

de le faire.

C’est un gaz à e!et 
de se!e. Il réchau"e 
la planète en empêchant 

le rayo!ement 
thermique de qui#er 

l’atmosphère te$estre.

ChaleurChaleur
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86 Chapitre 3 Intégrons une fonction !

Mais d’abord, 
co!ent peut-on 

savoir si la quantité 
de CO2 dans l’air 
est bien en train 

d’augmenter ?

Oh, non… Par 
dérivation ?

Non, par 
intégration ce"e 
fois. Et on va de 
nouveau utiliser 
une fonction !

L’intégration 
permet de trouver 
la quantité totale 
de CO2 dans l’air.

En co#ai$ant  
la quantité 

totale de CO2 
dans l’air, on 

pou%a estimer 
ceci.

Mais trouver la 
quantité totale 
de CO2 est un 

problème di&icile.

1) l’e&et du CO2 sur le 
réchau&ement climatique

2) la quantité de CO2 dans 
l’air due aux facteurs 
humains, co!e les 
voitures et l’industrie

Clin d’œil !

Intégration

Hum



Mais la 
concentration 
du CO2 dépend 

des endroits, et 
sa variation est 
progre!ive.

Si la concentration 
du CO2 dans l’air était 
la même partout, il 

su"irait de la multiplier 
par le volume total 
d’air pour obtenir la 

quantité totale de CO2.

Réfléchi!ons à la 
façon de calculer 
la quantité totale 

pour un changement 
continu de 

concentration.

Heu… Auriez-
vous un 

exemple plus 
simple ?

Ok. Utilisons 
ça, le précieux 

shochu* de 
Futoshi !

Oh, non ! P...
pourquoi ?

C’est pour la 
formation de 
Noriko. Fa#ait 

pas la garder au 
bureau.

Non ! C’est « Mi#e 
Ans de So$eil », 

un shochu célèbre 
et très rare de 

Sanda-cho.
Ça expliquerait 

ses 
nombreuses 

siestes.

* Une eau-de-vie japonaise
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88 Chapitre 3 Intégrons une fonction ! 

Illustration du théorème fondamental de l’analyse

Versons de l’eau 
chaude jusqu’à 

remplir ce ve!e  
de shochu.

Bien sûr, quand 
on ajoute de l’eau 
chaude, la partie du 
bas est concentrée 
et ce"e du haut l’est 

moins.

En outre, la 
concentration 

change en douceur, 
petit à petit.

A#elons p(x) la 
densité d’alc$l en  

g/cm3 à x centimètres 
du fond.

...

Hauteur : 9 cm
Aire de la base : 

20 cm2

Eau 
chaude

Illustration du théorème fondamental de l’analyse1
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Su"osons  
que p(x) s’écrive

p x
x

( ) =
+( )
2

1
2

Maintenant, Noriko, 
que!e quantité 

d’alc#l en gra$es 
contient ce shochu à 

l’eau chaude ?

Je ne 
peux pas 

trouver ça 
co$e ça.

Bon. Si la 
densité est 

constante, c’est 
facile.  

La quantité 
totale d’alc#l 
est égale à la 
densité fois 
le volume du 

liquide.

Avec une densité de  
0,1 g/cm3, co$e sur  

ce graphe, on multiplie 
la densité par  

le volume de liquide :  
0,1 x 9 x 20 = 18 g, qui est 

la quantité d’alc#l.

Est-ce que 
cela revient à 
calculer l’aire 

de la partie 
hachurée ?

Presque ! Pour le 
volume, on doit 
au%i multiplier 
x par l’aire de la 

base, 20 cm2.

Densité
p(x)

2

0,02

0 9 xHauteur

Étape 1  —  Si la densité est constante

p(x)

0,1

9 x

p(x)

0,1

9 x



90 Chapitre 3 Intégrons une fonction ! 

Su!osons 
maintenant que la 
densité change 

par paliers, ce qui 
do"e une courbe en 

escalier…

co#e sur ce 
graphique, par 

exemple.

Tu fais le calcul, 
Noriko ?

Alors, en 
considérant chaque 
palier… l’aire de la 
base est 20 cm2…

Donc…

Étape 2  —  Si la densité évolue par paliers

x

0,1

0

0,2

0,3

6 92

2 4 3

Densité
p(x)

0,3 × 2 × 20 + 0,2 × 4 × 20 + 0,1 × 3 × 20 

= (0,3 × 2 + 0,2 × 4 + 0,1 × 3) × 20 

Alcool pour
 le palier
0 ≤ x ≤ 2

Alcool pour
le palier 
2 < x ≤ 6

Alcool pour
le palier
6 < x ≤ 9



















=

= 34

+ +
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La réponse 
est 34 

gra"es, 
non ?

C’est 
exact.

Maintenant, 
que fais-tu si 
p(x) change 

progre#ivement ?

Que!e plaie !!

En fait, c’est 
tout simple. 
Regarde !

Je vois. On peut 
a$rocher la 

fonction continue 
par une fonction 
en escalier puis 
faire co"e à 

l’étape 2.

Étape 3  —  Si la densité change de façon continue

Densité
p(x)

2

0,02

0 9 x

. 
. 
.

p(x)

p(x
0
)

p(x
1
)

p(x
2
)

p(x
5
)

x
0

x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

x
6
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C’est ça ! On 
découpe l’axe 

des x avec x0 , x1, 
x2… jusqu’à x6 .

De ce!e façon, on 
a"roche p(x) par une 
fonction en escalier.

La quantité 
d’alc#l calculée 

avec ce!e 
fonction en 

escalier fournit 
une a"roximation 

de la quantité 
exacte.

C’est ce calcul, 
pas vrai ?

Oui. L’aire grisée 
sous la fonction 
en escalier est 

la so$e de ces 
expre%ions (mais 
sans multiplier par 

20 cm2, l’aire de 
base).

La densité est constante entre 
x0 et x1 et vaut p(x0).

La densité est constante entre 
x1 et x2 et vaut p(x1).

La densité est constante entre 
x2 et x3 et vaut p(x2).

p x x x

p x x x

p x x x

p x x x

0 1 0

1 2 1

2 3 2

3 4

20

20

20

( ) × −( ) ×

( ) × −( ) ×

( ) × −( ) ×

( ) × − 33

4 5 4

5 6 5

20

20

20

( ) ×

( ) × −( ) ×

+ ( ) × −( ) ×

p x x x

p x x x

+

+

+

+

=  Quantité approximative 
d’alcool

p(x)

. 
. 
.

p(x
0
)

p(x
1
)

p(x
5
)

x
0

x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

x
6
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Et donc, si l’on rend 
ce"e division infiniment 

fine, on obtient la 
quantité exacte 

d’alc#l,  
n’est-ce pas ?

Eh bien, c’est 
vrai, mais 

ce n’est pas 
réaliste.

Tu devrais a$itio%er  
un nombre infini  

de tranches infiniment 
fines.

Regarde ce"e 
expre&ion. Ça ne 
te ra'e!e rien ?

Ah ! On dirait une 
a'roximation par 

une fonction a(ine !

Je… Je 
vois.

p x x x
3 4 3( ) × −( )
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Étape 4 — Approximation par une fonction affine

En notant fc(x) la dérivée de f(x), on a f(x) ß fc(a) (x"Ó"a) + f(a) près de x = a.
En soustrayant f(a) des deux côtés, on obtient

X f x f a f a x a( ) − ( ) ≈ ′ ( ) −( )

soit (Variation de f) | (Dérivée de f) × (Variation de x)

L’expression ci-dessus n’est valable que si x est proche de a. On suppose 
désormais que l’intervalle entre les valeurs x0, x1, x2, x3, ..., x6 est petit : x1 est 
proche de x0, x2 est proche de x1, et ainsi de suite.

À présent, introduisons une nouvelle fonction, q(x), dont la dérivée est 
p(x). Ceci s’écrit qc(x) = p(x).

Utilisons X pour cette fonction q(x) :

(Variation de q) | (Dérivée de q) × (Variation de x)

q x q x p x x x
1 0 0 1 0( ) − ( ) ≈ ( ) −( )

q x q x p x x x2 1 1 2 1( ) − ( ) ≈ ( ) −( )

La somme des termes de droite de ces expressions est approximative-
ment égale à la somme des termes de gauche.

Or certains termes se compensent :

q x q x p x x x

q x q x p x x x

q x q x

1 0 0 1 0

2 1 1 2 1

3 2

( ) − ( ) ≈ ( ) −( )
( ) − ( ) ≈ ( ) −( )
( ) − ( )) ≈ ( ) −( )
( ) − ( ) ≈ ( ) −( )
( ) − ( ) ≈ ( )

p x x x

q x q x p x x x

q x q x p x x

2 3 2

4 3 3 4 3

5 4 4 5 −−( )

+
( ) − ( ) ≈ ( ) −( )

x

q x q x p x x x

4

6 5 5 6 5

q x q x
6 0( ) − ( ) ≈ « la somme »

Compte tenu des dimensions du verre, x0 = 0 et x6 = 9, donc

La quantité approximative d’alcool = « la somme » × 20

= q x q x6 0 20( ) − ( )[ ] ×    
= q q9 0 20( ) − ( )[ ] ×

Il reste à trouver 
une fonction q(x) 

vérifiant qc(x) = p(x).
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On vient 
d’obtenir les 

relations 
résumées dans 
ce diagra"e.

Mais si 
l’on augmente le 
nombre de points 
x0, x1, x2, x3, etc.,

jusqu’à ce qu’il 
devie#e infini,

on peut dire que  
la relation X  

pa$e 
d’« a%roximation » 

à « égalité ».

Co"e la so"e 
est au$i 

une a%roximation 
de la valeur 
constante  
q!"#$Ó$q(0),

on obtient 
les relations  

ci-de$us.*

Étape 5  —  Approximation ® Valeur exacte

*  Une preuve plus rigoureuse 
sera do#ée page 100.

!

"
La quantité approximative d’alcool
(÷ 20) donnée par la fonction en
escalier : (Constante)

La quantité exacte
d’alcool (÷ 20)

≈

≈

La quantité exacte
d’alcool (÷ 20)

==

=Somme de
pour un nombre infini de x

i

p x x xi i i( ) −( )+1 q q9 0( ) − ( )

p x x x p x x x
0 1 0 1 2 1( ) −( ) + ( ) −( ) + ...

q q9 0( ) − ( )
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Maintenant, 
Noriko, 

regardons 
l’expre!ion 

suivante.

Donc ce"e 
fonction q(x) 
est ce#e que 
l’on cherchait.

La quantité d’alc$l 
dans un ve%e de 
shochu coupé à 
l’eau chaude vaut 

généralement
24,3 gra&es.

C’est donc 
une boi!on 
très forte.

Co&e la 
so&e infinie 

que l’on a 
utilisée prend 

beaucoup de 
temps à écrire, 

je vais te 
montrer son 

symbole.

Étape 6  —  p(x) est la dérivée de q(x)

Si q x
x

( ) = −
+

2

1
, alors ′ ( ) =

+( )
= ( )q x

x
p x

2

1
2

En d’autres termes, p(x) est la dérivée de q(x).
On dit que q(x) est une primitive de p(x).

La quantité d’alcool

= q q9 0 20( ) − ( )[ ] ×

= −
+

− −
+







×2

9 1

2

0 1
20

= 36 grammes
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L’expre!ion 
ci-de!us

peut se 
réécrire ainsi.

Mais que 
signifie ce ®"?

® (delta) est une le"re 
grecque. Ce symbole 

est utilisé pour 
exprimer la variation.

Ce ®x représente 
la distance au point 

suivant. C’est,  
par exemple, (x1"Ó"x0)  

ou (x2"Ó"x1).

Et ô ?

Oh, c’est 
simple !

Delta

Le théorème fondamental de l’analyse2

Le théorème fondamental de l’analyse
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Ce!e notation ô (sigma), 
utilisée co"e ceci :

x x x x=
∑

0 1 5, ,...,

veut dire « A#itio$er 
pour x prenant 

su%e&ivement les 
valeurs x0, x1, ..., x5 ».

Maintenant,  
Noriko, co"ent  

se lit ceci ?

p x x
x x x x

( )∆
=

∑
0 1 5, ,...,

A#itio$er  
p(x0) × (x1!Ó!x0), 

p(x1) × (x2!Ó!x1), ..., 
p(x5) × (x6!Ó!x5).

Oui. C’est 
l’expre&ion 
que l’on a vue 
en bas de la 

page 95.

Un autre symbole 
permet lui au&i 

de simplifier 
l’écriture.

Quand l’expre&ion 
pa&e à un nombre 
infini d’éléments,  

on a'ondit  
le symbole pour  

en faire un grand S.

A'ondit ? Oui, co"e 
ça…

Oh
hi&e !

Oh !

Clap 
clap

C
la

c
 !
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J’étire ô pour en 
faire un ú

et je remplace 
® par d.

L’expre!ion Z désigne 
la so"e quand ®x est 

rendu infiniment petit. E#e 
représente l’aire entre la 
courbe et l’axe des x pour 

0 d x d 9.

Ça s’a$e#e une 
intégrale définie.

Si l’on sait 
que p(x) est la 
dérivée de q(x),

p x dx q b q a
a

b

( ) = ( ) − ( )∫
Le calcul devient trivial, 

non ? ...

Ça 
alors !

Clac
 !

p(x)

0 9 x

! ∫0
9
p(x)dx

Intégrale 
définie, tu es 

super !

Loin 
d’être 
au!i 

excitée

Bilan

a b

…

a b

p x dx p x
a

b

x x x x

( ) ≈ ( )∫ ∑
= 0 1 n, ,...,

x∆

 Si on trouve q(x) qui satisfait ′ ( ) = ( )q x p x ,

C’est le théorème fondamental de l’analyse !

p x! "  b q a! " $ ! "
a

b

% dx q
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Une justification précise de l’étape 5

Dans l’explication donnée précédemment (page 95), 
on a écrit q x q x p x x x

1 0 0 1 0( ) − ( ) ≈ ( ) −( ), une identité 
« grossière » qui s’approche à peu près de l’expression 
exacte. Pour ceux qui pensent que c’est du travail 
bâclé, voici une explication plus soignée grâce au 
théorème des accroissements finis.

Supposons que l’on connaisse 
q(x) vérifiant qc(x) = p(x).

Plaçons des points x0 (= a), x1, 
x2, x3, ..., xn (= b) sur l’axe des x.

On repère ensuite un point 
x01 entre x0 et x1 vérifiant 
q x q x q x x x1 0 01 1 0( ) − ( ) = ′ ( ) −( ).

L’existence de x01 est garantie 
par le théorème des accroisse-
ments finis. De même, on trouve 
x12 entre x1 et x2 et on obtient
q x q x q x x x2 1 12 2 1( ) − ( ) = ′ ( ) −( ).

En répétant cette opération, il vient

Ceci correspond au diagramme de l’étape 5.

y

x

...

p(x)

x
0

x
1

x
2

x
3

x
4

x
n−1

x
n

x
01

x
12

x
23

x
34

x
n−1n

[x
n
 = b][x

0
 = a]

Aire approchée

Aire exacte

Sections infiniment fines

Toujours égal

Égal

+

... ... ...

q x q x

q x q x

q x q x

q x q xn n

1 0

2 1

3 2

1

( ) − ( ) =

( ) − ( ) =

( ) − ( ) =

( ) − ( ) =−

′ ( ) −( )
′ ( ) −( )
′ ( ) −( )

′ ( ) −− −

q x x x

q x x x

q x x x

q x x xn n n n

01 1 0

12 2 1

23 3 2

1 1(( )

= ( ) −( )
= ( ) −( )
= ( ) −( )

= ( ) −− −

p x x x

p x x x

p x x x

p x x xn n n n

01 1 0

12 2 1

23 3 2

1 1(( )

q x q xn( ) − ( )0

q b q a( ) − ( )

O
n

 add
itio

n
n

e

Aires de ces
morceaux
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Formules d’intégration

Formules d’intégration

Les formules X à Z sont intuitives si on fait un dessin.

Formule 3-1 : Les formules d’intégration

X f x dx f x dx f x dx
a

b

b

c

a

c

( ) + ( ) = ( )∫ ∫ ∫
On peut joindre les intervalles contigus des intégrales définies 

d’une même fonction (relation de Chasles).

Y f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) + ( )[ ] = ( ) + ( )∫ ∫ ∫
L’intégrale définie d’une somme est la somme des intégrales 

définies.

Z D Df x dx f x dx
a

b

a

b

( ) = ( )∫ ∫
Une constante multiplicative à l’intérieur d’une intégrale définie 

peut être sortie de l’intégrale (transparence aux scalaires).

!

"

#

a b c

L'aire est
multipliée
par ..

+ =

+=

a b c a b c

a b a b a b

f(x) g(x)Aire pour g

Aire pour f

f(x)

.f(x)

f(x) + g(x)

Je vois.

Formules d’intégration3


